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Re´sume´ :
Ce travail s’inte´resse aux re´ponses e´lastique et thermique locales d’un composite de´sordonne´ de type
granulaire. Une image 3D d’un e´chantillon de propergol, forme´e de grains sphe´ro¨ıdes, est segmente´
graˆce a` des outils de morphologie mathe´matique, et les champs e´lastiques et thermiques locaux cal-
cule´s a` l’aide d’un outil d’homoge´ne´isation nume´rique par transforme´es de Fourier (FFT), permettant
de re´soudre les e´quations de l’e´lasticite´ line´aire et les lois de Fourier. Meˆme a` faible contraste de
proprie´te´ entre grains et matrice, c’est-a`-dire pour un rapport des conductivite´s thermiques et des mo-
dules e´lastiques grains/matrice de l’ordre de deux, la microstructure granulaire dense induit des “points
chauds relatifs” : le flux thermique est e´leve´ dans les zones situe´s entre grains voisins, lorsque la nor-
male aux surfaces grains-matrice est paralle`le au gradient de tempe´rature macroscopique. La trace
du champ de de´formation pre´sente e´galement des points chauds moins marque´s apre`s sollicitation en
compression hydrostatique.
Abstract :
This work presents a combined image segmentation and numerical study of the local elastic and thermal
fields occuring in a propergol composite, a granular medium containing dense self-assembled spheroidal
grains embedded in a matrix. A 3D microtomography image of a representative sample is segmented
using morphological operators. For the elastic moduli and thermal conductivity, a low matrix/grains
contrast of properties is considered. The strain and stress fields, as well as the temperature and local
heat flux, are determined numericaly using the “FFT method”. Even at low contrast of properties, the
heat flux concentrates in hot-spot zones located in-between grains that are close to each other, at places
where the normal to the matrix-grain interface is parallel to the macroscopic temperature gradient.
Mots clefs : Homoge´ne´isation ; FFT ; milieux granulaires
1 Segmentation d’un milieu granulaire dense
Un mate´riau granulaire, le propergol butalite, est constitue´ de grains sphe´ro¨ıdes, dont le rayon moyen
est d’environ 400 microns, enrobe´s dans une matrice. Des images 3D de taille 1000 × 1000 × 1000
pixels, sont obtenues par microtomographie a` rayon X sur un e´chantillon (Figs. 1a et 1b). L’image est
repre´sentative de la microstructure au sens ou` ses dimensions sont largement supe´rieures a` la taille
moyenne des grains, et macroscopiquement isotrope, en un sens explicite´ plus bas. Elles font de plus
apparaˆıtre une forte densite´ en grains, les inclusions adjacentes e´tant souvent tre`s proches les unes
des autres. Une segmentation de l’image est mise en œuvre ci-dessous dont la finalite´ est d’e´tudier la
re´ponse e´lastique et thermique locale du mate´riau.
La segmentation de l’image obtenue par microtomographie consiste dans un premier temps a` se´parer
les grains de la matrice, de fac¸on a` obtenir une image binaire. Dans un second temps, les grains sont
se´pare´s les uns des autres, la re´solution spatiale offerte par la microtomographie ne permettant pas
de distinguer les zones entre grains tre`s proches. Les images microtomographiques conside´re´es sont
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suffisamment contraste´es, de sorte que les grains peuvent eˆtre se´pare´s de la matrice a` l’aide d’un
simple seuillage. L’histogramme des intensite´s des pixels permet de de´terminer automatiquement un
seuil, selon la me´thode d’Otsu de maximisation de la variance interclasse [10] (voir e´galement [4] pour
la segmentation de mortier par cette meˆme me´thode). Le re´sultat de cette segmentation, appele´e
“microstructure connecte´e” (C), est illustre´ sur la Fig. 1c. D’apre`s la segmentation obtenue, la densite´
en grains est de 61, 32% sur l’e´chantillon.
(a) (b) (c)
Fig. 1 – Coupe d’une microtomographie a` rayon X d’un e´chantillon de propergol butalite (a) ; de´tail
(b) ; image seuille´e par la me´thode d’Otsu de maximisation de la variance interclasse, aboutissant a` la
“microstructure connecte´e” (c).
2 Se´paration des grains : ligne de partage des eaux stochastiques
Une segmentation plus avance´e des images est de´crite ci-dessous, permettant d’identifier chaque grain
et de le de´connecter de ses voisins, appele´e “microstrcuture non connecte´e” (NC). Les grains sont
se´pare´s les uns par rapport aux autres graˆce a` la ligne de partage des eaux stochastique (LPES), une
me´thode automatique bien adapte´e aux mate´riaux granulaires [5]. Dans sa version originelle, la ligne
de partage des eaux [2] consiste a` inonder a` partir d’un ensemble de marqueurs donne´s le gradient
morphologique de l’image, vu comme relief topographique. L’image est alors partitionne´e en bassins
versants. Dans sa version stochastique, la LPES est obtenue a` partir de marqueurs ale´atoires [1].
Les marqueurs, dont le nombre est connu, sont ponctuels et suivent une distribution uniforme. Il en
re´sulte une fonction de densite´ de probabilite´ des frontie`res, estime´e a` partir d’un grand nombre de
re´alisations. Pour appliquer la LPES a` l’image de propergol, le nombre de marqueurs, e´gal au nombre
de grains, doit eˆtre estime´. L’estimation du rayon puis du nombre de grains est faite a` l’aide de la
covariance de l’image, par comparaison avec un mode`le de sphe`res Boole´ennes comme indique´ dans [7].
Le temps de calcul des contours par cette me´thode se re´ve`le cependant prohibitif pour des images
de cette taille, 100 a` 200 re´alisations a` partir de marqueurs ale´atoires e´tant ne´cessaires pour une
bonne estimation de la fonction de densite´ de probabilite´ des contours [1]. Une approche base´e sur les
graphes [11] permet de re´duire la complexite´ du processus. Les probabilite´s de frontie`res entre grains
sont approxime´es par le volume des re´gions constituant l’image. Une premie`re ligne de partage des
eaux est calcule´e sur le gradient de l’image d’entre´e en utilisant les minimas locaux comme marqueurs.
Afin de re´duire le nombre de re´gions, un unique marqueur de fond est utilise´ pour la matrice, obtenu
a` partir de l’image seuille´e. Cette ligne de partage donne une sur-segmentation de l’image d’entre´e qui
est ensuite transforme´e en graphe. Pour cela, un sommet est associe´ a` chaque bassin versant et les
bassins versants se touchant dans l’image sont relie´s par une areˆte. Il est ensuite possible de fusionner
les sommets deux par deux, en commenc¸ant par les sommets correspondant a` des re´gions se´pare´es
par la frontie`re de plus fort gradient. Lors de la fusion de deux sommets, la probabilite´ associe´e a` la
frontie`re entre ces deux sommets est estime´e par [8] :
1− (1− V1/V )
k − (1− V2/V )
k + [1− (V1 + V2)/V ]
k
soit la probabilite´ d’obtenir au moins un marqueur ale´atoire dans chacune des deux re´gions de volume
V1 et V2 ou` V est le volume total de l’image et k le nombre de marqueurs. La fonction de densite´ de
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probabilite´ obtenue est seuille´e a` 25% afin de conserver les frontie`res les plus probables. La se´paration
des grains permet de ge´ne´rer une microstructure “segmente´e” ou` chaque grain est se´pare´ de ses voisins.
Celle-ci est obtenue en assignant a` chaque pixel situe´ sur les frontie`res de la LPES la phase matrice.
La densite´ en grains sur la microstructure ainsi obtenue est de 53.74% contre 61.33% pour la micro-
structure d’origine. Les principales e´tapes de la LPES jusqu’a` la “microstructure non connecte´e” sont
illustre´es sur la Fig. 2.
(a) (b) (c) (d)
Fig. 2 – Coupe de l’image a` niveau de gris (de´tail, a) ; fonction de densite´ de probabilite´ des contours
estime´e avec 50 re´alisations d’un processus de point de Poisson (b) et avec l’approche a` base de graphes
(c) ; segmentation avec grains de´connecte´s, aboutissant a` la “microstructure non connecte´e” (d).
3 Re´ponse e´lastique line´aire et conductivite´ thermique
La re´ponse line´aire e´lastique et les proprie´te´s de conductivite´ thermique du propergol sont examine´es
dans le cadre des proble`mes classiques d’homoge´ne´isation de milieux he´te´roge`nes :
φi(x) = −λ(x)∂iT (x), ∂iφi(x) ≡ 0, (1)
σij(x) = Lij,kl(x)εkl(x), ∂iσij(x) ≡ 0 εij(x) = (1/2) [∂iuj(x) + ∂jui(x)] (2)
ou` φ est le vecteur flux de chaleur, T la tempe´rature, σ, ε et u les tenseurs de de´formation et de
contrainte et le vecteur de´placement, respectivement. De plus, les conductivite´s thermiques λ et ten-
seurs d’e´lasticite´ locaux L sont donne´s par :
λ(x) =
{
0.15048 (matrice)
0.6087 (grains)
Lij,kl = Iij,kl ×
{
1 (matrice)
2 (grains)
(3)
ou` Iij,kl est le tenseur syme´trique unite´ d’ordre 4. Les valeurs des conductivite´s thermiques corres-
pondent aux valeurs physiques re´elles exprime´es en J/mKs, tandis que les modules e´lastiques sont
choisis arbitrairement. Le contraste de proprie´te´s, i.e. le rapport des conductivite´s thermiques ou des
modules e´lastiques entre grains et matrice, est du meˆme ordre dans les deux cas. Il n’y a pas de
couplage entre les proble`mes thermiques et e´lastiques qui sont donc re´solus inde´pendamment.
Des conditions aux bords pe´riodiques sont applique´es sur la microstructure segmente´e, prise comme
la cellule e´le´mentaire d’un milieu pe´riodique : par exemple les flux et vecteur φ ·n et σ ·n, ou` n est la
normale au bord de la cellule dirige´e vers l’exte´rieure, sont anti-pe´riodiques. Les proprie´te´s effectives
du mate´riau sont de´finis par :
〈φi(x)〉 = −λ
(0)
ij 〈∂jT (x)〉, 〈σij(x)〉 = L
(0)
ij,kl〈εkl(x)〉. (4)
Pour comple´ter les conditions de pe´riodicite´ des champs, un gradient de tempe´rature moyen est impose´
dans une des trois directions x, y ou z (〈∂iT (x)〉 = δij pour j = 1, 2, 3, resp.). En e´lasticite´, le mate´riau
est soumis a` un chargement en de´formation hydrostatique ou en cisaillement, resp. 〈(1/3)εii(x)〉 = 1
et 〈ε12(x)〉 = 1. Ces e´quations sont re´solues nume´riquement graˆce a` la me´thode par transforme´e de
Fourier rapide [9]. Ne ne´cessitant pas de maillage, bien adapte´e aux images de grande taille [13], celle-ci
est directement applique´e aux images de tailles 9203 pixels des microstructures connecte´es (C) et non
connecte´es (NC). La loi de comportement est impose´e sur chaque pixel tandis que les e´quations de
conservation du flux et d’e´quilibre des contraintes sont prescrites dans le domaine de Fourier.
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4 Proprie´te´s effectives
Du point de vue du comportement thermique, le mate´riau est macroscopiquement isotrope. Les calculs
par FFT donnent comme proprie´te´s apparentes, pour la microstructure (C) :
λ
(0)
11 = 0.3888, λ
(0)
22 = 0.3877, λ
(0)
33 = 0.3864,
soit λ
(0)
ij ≈ λδij avec λ ≈ 0.387 ± 0.0015. Par comparaison les bornes de Hashin-Shtrikman indiquent
0.368 < λ < 0.415 et l’estimation du mode`le auto-cohe´rent de´fini a` partir de la formulation variation-
nelle de Hashin-Shtrikman λ ≈ 0.4036. La pre´cision donne´e pour λ, de 0.04% ici, est calcule´e graˆce au
volume e´le´mentaire repre´sentatif et a` la porte´e inte´grale qui vaut environ 133 pixels. Celle-ci est relie´e a`
la variance de la conductivite´ thermique apparente sur des sous-volumes, comme indique´ dans [12]. Le
meˆme degre´ de pre´cision est obtenue pour la conductivite´ thermique macroscopique de la microstruc-
ture (NC), de l’ordre de 0.3306 ± 0.002. Les proprie´te´s thermiques effectives du mate´riau ne sont pas
sensible aux caracte´ristiques de connexion des grains, les diffe´rences observe´es e´tant proportionelles
aux diffe´rences de fractions volumiques engendre´es par la deconnexion.
Concernant la re´ponse en e´lasticitite´ line´aire, les calculs nume´riques sont cohe´rents avec un mate´riau
macroscopiquement isotrope. Les re´sultats obtenues par FFT sont µ(0) = 0.6534 et κ(0) = 0.4455 pour
les module de cisaillement et de compression resp., en bon accord avec les bornes de Hashin-Shtrikman
qui indiquent 0.6457 < µ(0) < 0.6581 et 0.4404 < κ(0) < 0.4482.
5 Cartes des champs et proprie´te´s locales
On s’inte´resse a` la localisation dans la microstructure granulaire des proprie´te´s extreˆmes des champs
thermiques et e´lastiques. Les cartes de la composante ∂xT (x) du gradient de tempe´rature paralle`le
au champ macroscopique applique´ (〈∂iT (x)〉 = δi1), calcule´es par FFT, sont repre´sente´es en Fig. 3.
Celles-ci font apparaˆıtre des zones de concentration du champ dans les interstices de la matrice situe´es
entre certains grains, a` la fois pour la microstructure connecte´e (a) et non connecte´e (b). Ces points
chauds ne sont pas la conse´quence d’artefacts nume´riques (phe´nome`ne de Gibbs) : un calcul par FFT
a e´te´ effectue´e sur une microstructure a` plus faible re´solution (c), ou` l’on conserve un seul pixel sur
chaque cube de 2× 2× 2 pixels de la microstructure connecte´e. La localisation des points chauds ainsi
que leur intensite´ n’est pas modifie´e.
Par ailleurs, l’examen visuel des cartes des champs montre que ces zones chaudes sont ponctuelles (et
non line´aires) et apparaissent entre grains proches, lorsque la normale a` l’interface matrice/grains est
paralle`le au champ applique´ (dirige´ verticalement sur les images de la Fig. 3). L’intensite´ de ces points
chauds est plus faible sur la microstructure non connecte´e, lorsque la distance minimale entre grains
adjacents augmente. Pour quantifier ces re´sultats, les points chauds de la composante ∂xT (x) sont
extraits par seuillage des cartes des champs (Fig. 3d). Le seuil est determine´ a` partir de la probabilite´
de distribution du champ P∂xT (t) dans la matrice, repre´sente´e a` gauche de la Fig. 4, ici de l’ordre de 2,
pour une moyenne dans le mate´riau valant 1. La matrice est ensuite e´rode´e a` l’aide de sphe`res de taille
croissante d. La proportion en volume V (f) de points chauds dans la matrice erode´e, par rapport au
volume total de points chauds, est repre´sente´e a` droite de la Fig. 4, pour les microstructures connecte´es
et non connecte´es. Celle-ci montre que les points chauds se situent dans leur grande majorite´ entre
sphe`res proches. Une e´tude re´cente [4] a montre´, par des me´thodes nume´riques, que les zones de
contrainte importante e´taient pre´fe´rentiellement situe´s a` l’inte´rieur de la matrice dans un mortier
dont les granulats e´taient tre`s rigides compare´s au ciment. Dans les champs thermiques obtenus ici, il
apparait que les extrema des champs sont situe´s parfois a` l’interface entre grains et matrice, et parfois
a` l’inte´rieur de la matrice (non repre´sente´).
En e´lasticite´ line´aire, des coupes du champ de de´formation locale εm et εxy sont repre´sente´es sur la Fig.
5, correspondant aux deux modes de chargement en compression hydrostatique et en cisaillement. En
compression hydrostatique, les maxima du champ de de´formation moyen sont situe´s dans les interstices
entre grains proches, cependant ces zones de concentration de la de´formation sont moins prononce´es et
plus nombreuses que les zones observe´es pour le gradient de tempe´rature. En particulier, en l’abscence
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de direction privile´gie´e, les interfaces grains/matrice autour des zones ou` se situent les maxima du
champ de de´formation sont oriente´s indife´remmant. En cisaillement, en revanche, aucun des re´sultats
obtenus pre´ce´demment ne se ge´ne´ralise : les maxima du champ de de´formation εxy ne sont pas situe´s
dans les interstices entre grains proches, et le champ varie de manie`re plus marque´ dans la matrice.
(a) (b) (c) (d)
Fig. 3 – Carte de la composante du gradient de tempe´rature ∂xT (x) sur une coupe z = cste (x et y
dirige´s de haut en bas et de gauche a` droite resp.) : microstructure connecte´e (a) et non connecte´e (b),
et microstrucuture connecte´e avec re´solution divise´e par 2 (c). La composante ∂xT (x) est paralle`le au
champ applique´, i.e. 〈∂iT (x)〉 = δi1. A` droite (d), image 3D des points chauds, obtenue par seuillage.
0 1 2 3 4t
0
1
2
3
P∂xT(t)
matrice (NC)
grains (NC)
matrice (C)
grains (C)
0 1 2 3 4 5 6d
10-4
10-3
10-2
10-1
1..
V(d)
(C)
(NC)
Fig. 4 – A` gauche, distribution de probabilite´ P∂xT (t) des valeurs de la composante du gradient
de tempe´rature ∂xT (x) paralle`le au champ applique´, dans les grains et dans la matrice, pour les
microstructures connecte´es (C) et non connecte´es (NC) en bleu et noir resp. ; a` droite, proportion
de points chauds dans la matrice V (d), en volume, restant apre`s une e´rosion de taille d pour les
microstructures connecte´es (C) et non connecte´es (NC).
6 Conclusions
Le seuillage par la me´thode d’Otsu et la ligne de partage des eaux stochastique (LPES) permet de
segmenter rapidement des images de milieux granulaires de grande taille, et d’en se´parer les grains.
Pour un contrastes de proprie´te´s de l’ordre de 2, la me´thode par FFT permet le calcul du comportement
e´lastique et thermique effectif avec une pre´cision de l’ordre de 0, 4%. En ce qui concerne la re´ponse
locale du mate´riau, meˆme a` faible contraste de proprie´te´s entre grains et matrice, les cartes 3D des
champs font apparaˆıtre des points chauds autour desquels le flux thermique est grand par rapport a`
sa valeur moyenne. Ces points chauds sont induits par la microstructure granulaire dense mais sont
un phe´nome`ne local, au sens ou` ces zones sont situe´es dans les re´gions interme´diaires entre grains
tre`s proches, lorsque la normale a` l’interface grains-matrice est paralle`le au gradient de tempe´rature
macrosopique. De plus, la valeur du flux thermique sur ces points chauds augmente lorsque la distance
entre grains diminuent (voir [6] pour une e´tude en e´lectrostatique de l’influence de la distance entre
inclusions, dans le cas d’un arragement pe´riodique). Ces re´sultats se ge´ne´ralisent dans le cas d’un
chargement en compression, pour les valeurs maximales de la trace du tenseur de de´formation, mais
pas au cas d’un chargement en cisaillement. En pre´sence de frottement, ces points chauds pourraient
initier une explosion non controˆle´e [3].
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Fig. 5 – Carte des composantes du tenseur de de´formation εm (gauche) et εxy (droite) paralle`les au
champ applique´, pour un chargement en de´formation hydrostatique ou en cisaillement dans la direction
x, y, resp. Les zones de champs maximales sont en rouge, et les valeurs les plus faibles en bleu.
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